Тема: Знаходження границь та частинних похідних і диференціалів функцій двох змінних
Мета: Формування умінь та навичок студентів знаходження області визначення функцій двох змінних, границь та точок розриву функцій двох змінних, частинних похідних та диференціалів функцій двох змінних.
План

1. Функції багатьох змінних.
2. Основні поняття теорії функції двох змінних. Приклади.
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Нехай 
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 – довільна множина точок п-вимірного арифметичного простору. Якщо кожній точці 
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Зокрема, при 
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 можна розглядати як функцію точок площини в тривимірному просторі з фіксованою системою координат 
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Приклад 1. Знайти область визначення функції 
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Приклад 2. Нехай 
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Нехай функція 
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 визначена в деякому околі точки 
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 називається границею функції 
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Приклад 3. З’ясувати, чи має функція 
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◄ Нехай точка 
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 Результат має різні значення в залежності від вибраного 
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Функція 
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Функція називається неперервною в області, якщо вона неперервна в кожній точці цієї області. Якщо в точці 
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Приклад 4. Знайти точки розриву функції 
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◄ Функція не визначена в точках, в яких знаменник перетворюється в нуль. Тому вона має лінією розриву пряму 
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Нехай 
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 – довільна фіксована точка з області визначення функції 
[image: image67.wmf](

)

n

x

x

f

u

...,

,

1

=

. Надаючи значенню змінної 
[image: image68.wmf]k

x

 приросту 
[image: image69.wmf],

k

x

D

 
[image: image70.wmf]n

k

...,

,

1

=

, розглянемо границю

[image: image71.wmf](

)

(

)

(

)

k

n

k

n

k

k

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

f

k

D

-

D

+

®

D

0

0

0

1

0

0

0

1

0

...,

,

...,

,

...,

,

...,

,

lim


Ця границя називається частинною похідною І-го порядку функції по змінній 
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Обчислюються частинні похідні за звичайними правилами і формулами диференціювання, але при цьому всі змінні, крім 
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Приклад 5. Знайти частинні похідні функції 
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◄ Вважаючи у сталим, дістанемо 
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Частинними похідними 2-го порядку функції 
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 називаються частинні похідні від її частинних похідних першого порядку. Похідні другого порядку позначаються так:
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Аналогічно визначаються і позначаються частинні похідні порядку вищого, ніж другий.
Результат багатократного диференціювання функції по різних змінних не залежать від черговості диференціювання за умови, що одержані при цьому змішані частинні похідні неперервні.
Приклад 6. Знайти частинні другі похідні функції 
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◄ Маємо (приклад 5) 
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Повним приростом функції 
[image: image92.wmf](

)

n

x

x

f

u

...,

,

1

=

 в точці 
[image: image93.wmf](

)

0

0

2

0

1

0

...,

,

,

n

x

x

x

M

, який відповідає приростам аргументів 
[image: image94.wmf]n

x

x

x

D

D

D

...,

,

,

2

1

, називається різниця

[image: image95.wmf](

)

(

)

0

0

2

0

1

0

2

0

2

1

0

1

...,

,

,

...,

,

,

n

n

n

x

x

x

f

x

x

x

x

x

x

f

u

-

D

+

D

+

D

+

=

D


Функція 
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Диференціалом 1-го порядку 
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Диференціали незалежних змінних за означенням беруться рівними їх приростам: 
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Для диференціала 
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Якщо 
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Приклад 7. Обчислити наближено
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◄ Шукане значення подамо як значення функції 
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Диференціалом 2-го порядку 
[image: image119.wmf]u

d

2

 функції 
[image: image120.wmf](

)

n

x

x

f

u

...,

,

1

=

 називається диференціал від її диференціала 1-го порядку, розглянутого як функція змінних 
[image: image121.wmf]n

x

x

...,

,

1

 при фіксованих значеннях 
[image: image122.wmf](

)

du

d

u

d

dx

dx

n

=

2

1

:

...,

,

. Аналогічно визначається диференціал 3-го порядку
[image: image123.wmf](

)

u

d

d

u

d

2

3

=

. Взагалі, 
[image: image124.wmf](

)

u

d

d

u

d

k

k

1

-

=

.
Диференціал 
[image: image125.wmf]k

-го порядку функції 
[image: image126.wmf](

)

n

x

x

f

u

...,

,

1

=

, де 
[image: image127.wmf]n

x

x

...,

,

1

 – незалежні змінні, символічно записується у вигляді формули: 

[image: image128.wmf]u

dx

x

dx

x

u

d

k

n

n

k

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

+

¶

¶

=

...

1

1

, яка формально розкривається за біномним законом.
Зокрема, у випадку функції двох змінних 
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Приклад 8. Знайти диференціали 1-го та 2-го порядків функції 
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Градієнт функції 
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Приклад 9. Нехай 
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Тоді 
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Приклад 10. Знайти значення частинних похідних від функції 
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Приклад 11. Знайти частинні диференціали функції 
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Приклад 12. Знайти частинні похідні від функції 
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Приклад 13. Знайти частинні похідні від функції 
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